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Можно ли снять «проклятие размерности»? 
Пространственные спецификации многомерных 

моделей волатильности

Статья посвящена задаче оценки многомерной волатильности портфеля, состоя-
щего из двадцати акций американских компаний. Сформулированы и оценены шесть 
спецификаций многомерных моделей волатильности: BEKK, GO-GARCH и ССС, по-
казано, что пространственные спецификации многомерных моделей волатильности 
позволяют снизить размерность задачи и в некоторых случаях превосходят общие 
спецификации при внутривыборочном и вневыборочном сравнениях.
Ключевые слова: модели многомерной волатильности; проклятие размерности; весовая ма-
трица; пространственная авторегрессия; прогнозирование.

JEL classification: C01; C58; C51; G17.

1. Введение

В ажность идеи включения временной зависимости в дисперсию временного ряда 
доходностей финансового актива трудно переоценить. Известно, что волатильность 
одних активов влияет на волатильность других, причем взаимодействующие активы 

могут принадлежать к разным секторам экономики. Этот факт лежит в основе многомерных 
моделей волатильности, которые позволяют получать более точные оценки волатильности, 
чем отдельные одномерные модели. Это, в свою очередь, дает возможность принимать бо-
лее эффективные решения в вопросах ценообразования активов, формирования портфелей, 
страхования и управления рисками.

Примером моделей многомерной волатильности являются модели типа MGARCH, 
или многомерные модели авторегрессионной условной гетероскедастичности.

При оценке волатильности портфеля, который содержит большое число активов, суще-
ствующие вариации многомерных GARCH моделей содержат такое число неизвестных па-
раметров, что оценить их за приемлемое время с достаточной точностью крайне трудно, 
а иногда и невозможно. Такую ситуацию иногда называют «проклятием размерности» мно-
гомерных моделей волатильности (Caporin, McAleer, 2012). Уменьшить число оцениваемых 
параметров модели, сохранив при этом содержательную составляющую модели — одно 
из основных направлений работы исследователей в данной области.

В настоящей статье описано, какими способами можно уменьшить число оцениваемых 
параметров в многомерных моделях волатильности и избавиться от «проклятия размерно-
сти». Показано, что некоторые спецификации с меньшим числом параметров превосходят 
общие1 спецификации как с точки зрения информационных критериев Акаике и Шварца 

1	 Здесь и далее под общностью спецификации подразумевается отсутствие ограничений на параметры. 
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(внутривыборочное сравнение), так и теста Diebold–Mariano (Diebold, Mariano, 1995) на 
сравнение прогнозной силы (вневыборочное сравнение).

Статья имеет следующую структуру. Второй раздел посвящен обзору литературы по 
многомерным моделям волатильности и описанию моделей BEKK, GO-GARCH и ССС. 
В третьем разделе показаны способы уменьшения числа параметров в описанных моделях, 
а именно введение непосредственных ограничений на параметры, таргетирование и пара-
метризация с помощью пространственных матриц. В разделе 4 кратко описана процедура 
оценки многомерных моделей волатильности и приведены результаты внутривыборочного 
и вневыборочного сравнений шести различных спецификаций моделей BEKK, GO-GARCH 
и ССС, оценена многомерная волатильность портфеля, состоящего из двадцати акций аме-
риканских компаний, принадлежащих к пяти различным секторам экономики.

2. Многомерные модели волатильности

Как и в одномерном случае, многомерные модели волатильности можно разделить на 
модели типа GARCH, модели стохастической волатильности и модели реализованной во-
латильности. В данной статье рассматриваются модели из первой группы. С подробными 
обзорами моделей из второй и третьей групп можно познакомиться, например, в (Asai et al., 
2006; Bauer, Vorkink, 2011).

В соответствии с классификацией, предложенной в (Bauwens et al., 2006), MGARCH мо-
дели подразделяются на:

1) непосредственные обобщения одномерной GARCH (Bollerslev, 1986) — VEC (Boller
slev et al., 1988), BEKK (Engle, Kroner, 1995), факторные модели (De Santis, Gérard, 1998) 
и связанные с ними Riskmetrics (Riskmetrics, 1996), Cholesky (Tsay, 2002) и полнофакторная 
MGARCH (Vrontos et al., 2003);

2) линейные комбинации одномерных GARCH — ортогональная MGARCH (Alexander, 
Chibumba, 1996; Weide, 2002) и MGARCH со скрытым фактором (Fiorentini et al., 2004);

3) нелинейные комбинации одномерных GARCH — модели условной корреляции (Boller
slev, 1990; Engle, 2002; Engle, Kelly, 2012) и GARCH с копулами (Jondeau, Rockinger, 
2006). Различные вариации и обобщения моделей условных корреляций представлены 
в (Christodoulakis, Satchell, 2002; Tse, Tsui, 2002; Pelletier, 2003).

Перейдем к рассмотрению моделей MGARCH типа. Основные предпосылки большин-
ства таких моделей волатильности заключаются в следующем. Имеется портфель, состо-
ящий из n активов и представляющий собой n временных рядов логарифмических доход-
ностей длины T:

	 x x x t Tt t nt= …( )′ = …1 1, , , , , .  	 (1)

Наблюдаемые доходности xt можно представить как сумму условного математического 
ожидания E txt |F−( )1  и n-мерного случайного процесса yt с нулевым математическим ожи-
данием и матрицей условных ковариаций Σt t t ty y= ′ −E( | )F 1 :

	 x x y yt t t t t= ( )+−E iidt| , ~ ( , )F 1 0 Σ . 	 (2)
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Модели MGARCH различаются по тому, как параметризована матрица волатильности. 
Разумеется, каждая параметризация должна порождать положительно определенные и ста-
ционарные матрицы волатильности. Это требует выполнения некоторых условий, о кото-
рых будет сказано ниже.

В статье рассмотрено три варианта параметризации, согласно классификации в (Bau
wens et al., 2006):

zz BEKK;
zz модель обобщенной ортогональной GARCH (GO-GARCH);
zz модель постоянных условных корреляций (ССС).
Рассмотрим каждую из них подробнее.

2.1. Модель BEKK

Среди вышеперечисленных моделей BEKK является наиболее простой и интуитивно по-
нятной для интерпретации. В этой модели динамика волатильности задается следующим 
уравнением:

	 Σ Σt
k

K

i

q

ik t t ik
k

K

j

p

jk t p jkCC A y y A B B= ′+ ′ ′ + ′
= =

− −
= =

−∑∑ ∑∑
1 1 1 1

i i , 	 (3)

где С — нижнетреугольная матрица; p и q имеют тот же смысл, что и в модели GARCH(p, q), 
т. е. порядок авторегрессии и скользящего среднего; K — порядок модели BEKK, опреде-
ляющий ее общность; Aik и Bjk — произвольные матрицы параметров размерности n  n.

В (Engle, Kroner, 1995) доказано, что при p q K= = =1  слабая стационарность процес-
са yt достигается, если собственные числа матрицы A B11 11+  по модулю меньше единицы. 
При этом в данной модели матрица волатильности положительно определена по построе-
нию, т. е. дополнительные условия не требуются.

В общем случае модель содержит n p q K
n n

O n2 21
2

+( ) +
+

=
( )

( )  параметров. В статье 

рассматривается частный случай модели BEKK, в котором p q K= = =1 :

	 Σ Σt t t tCC Ay y A B B= ′+ ′ ′+ ′− − −1 1 1 . 	 (4)

Число параметров в данной модели равно 2
1

2
2 2n
n n

O n+
+

=
( )

( ).

2.2. Модель GO-GARCH

Модель GO-GARCH является частным случаем модели BEKK (Weide, 2002). В этой мо-
дели матрица волатильности параметризована следующим образом:

	 Σt tXV X= ′, 	 (5)

где X — матрица, параметризация которой основана на сингулярном разложении (см. (Weide, 
2002)), Vt — диагональная матрица, вектор диагональных элементов которой задан следу-
ющим уравнением:
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	 v c A y y Bvt t t t= + +− − −( ) ,1 1 1  	 (6)

где A, B — диагональные матрицы, c — (n1)-вектор,   — поэлементное произведение. 
Уравнение эквивалентно n одномерным GARCH моделям.

В модели GO-GARCH матрица волатильности положительно определена (Weide, 2002). 
Стационарность следует из условия стационарности одномерных GARCH процессов, вхо-
дящих в уравнение. Другими словами,

	 a bii t ii t, , ,+ <1 	 (7)

где aii,t и bii,t — диагональные элементы матриц A и B соответственно, i n= …1, , .

Число параметров в данной модели равно n n O n2 23+ = ( ) .

2.3. Модель ССС

Начнем с рассмотрения более простой модели с постоянными условными корреляциями. 
Несмотря на критику со стороны исследователей по поводу предположения о постоянстве 
условных корреляций (см., например, (Bera, Kim, 2002)), данная модель в ее общей специ-
фикации популярна в среде практиков, в частности потому, что не требует оценки слишком 
большого числа параметров и проста в интерпретации.

Матрица волатильности в модели ССС параметризована следующим образом:

	 Σt t t t tD RD D h= = ( ), ,diag  	 (8)

где ht — (n  1)-вектор условных стандартных отклонений, R — корреляционная матрица 
с единицами на главной диагонали. Динамика условных дисперсий v h ht t t=   задана урав-
нением:
	 v c A y y Bvt t t t= + +− − −( ) .1 1 1 	 (9)

В (Bollerslev, 1990) матрицы A и B полагались диагональными, поэтому уравнение (9) 
полностью идентично уравнению (6) в GO-GARCH модели.

Для обеспечения положительной определенности матрицы волатильности необходимо, 
чтобы вектор свободного члена c состоял из положительных элементов, а матрица R была 
положительно определена. Стационарность требует выполнения тех же условий, что и для 
модели GO-GARCH. В обобщенной спецификации собственные числа матрицы I A Bn- - ,  
где In — единичная (n  n) -матрица, должны быть меньше единицы по модулю.

Число параметров в данной модели равно n n n n O n+ + +( )=2
1
2

12 2( ) .

3. «Проклятие размерности» и способы его устранения

Ситуация, в которой число оцениваемых параметров в модели растет гораздо быстрее, 
чем число активов в портфеле, часто называют «проклятием размерности». Например, в мо-
дели VEC число параметров растет как четвертая степень числа исследуемых активов, что 
делает эту модель практически непригодной для анализа достаточно больших портфелей.
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Как показано выше, число параметров во всех трех рассмотренных моделях имеет ква-
дратичный рост относительно числа активов в портфеле. Тем самым общие модели BEKK, 
GO-GARCH и ССС подвержены «проклятию размерности».

В данном разделе рассмотрим некоторые способы уменьшения числа оцениваемых па-
раметров.

3.1. Непосредственные ограничения числа параметров

Наиболее очевидный способ уменьшить число параметров в модели — это наложить 
на параметры модели некие ограничения. В многомерных моделях волатильности типа 
GARCH распространены скалярные и диагональные спецификации.

В первом случае на матрицу параметров накладывается ограничение A a In= ⋅ . Для век-
тора свободного члена c это ограничение записывается как c n= ⋅λ 1 , где 1n  — (n  1)-вектор, 
состоящий из единиц, а l — скаляр. Но из этого следует, что долгосрочная дисперсия одина-
кова для каждого актива в портфеле. Можно утверждать, что это сильно ограничивает дина-
мику модели, поэтому в дальнейшем данное ограничение использоваться не будет. В итоге 
уравнения для матрицы волатильности приобретают следующий вид. Для модели BEKK:

	 Σ Σt t t tCC a y y b= ′+ ′ +− − −
2

1 1
2

1 , 	 (10)

а для моделей GO-GARCH и ССС:

	 v c a y y bvt t t t= + +− − −( ) .1 1 1  	 (11)

Заметим, что замена матриц C в модели BEKK, X в модели GO-GARCH и R в модели 
ССС на скаляры невозможна, т. к. это очевидным образом приведет к тому, что математи-
ческое ожидание матрицы волатильности станет равным диагональной матрице или даже 
скаляру, умноженному на единичную матрицу, что противоречит экономическому смыслу 
моделей многомерной волатильности.

Другая спецификация предполагает, что матрицы параметров — диагональные. В моде-
ли BEKK это матрицы A и B, в GO-GARCH и ССС матрицы параметров диагональные уже 
в общих спецификациях, диагонализация X и R также не имеет смысла.

Основным недостатком такого способа борьбы с «проклятием размерности» является то, 
что как скалярная, так и диагональная спецификации не позволяют оценить эффекты пере-
текания волатильности между активами.

Кроме этого, наложение таких ограничений на параметры хотя и уменьшает число 
оцениваемых параметров, но, тем не менее, не позволяет добиться их линейного роста 
(см. табл. 1) относительно числа активов (примеры с другими моделями волатильности 
см. в (Ding, Engle, 2001)).

3.2. Таргетирование

Одной из причин «проклятия размерности» является то, что матрица свободного члена 
в уравнении волатильности должна быть положительно определена, т. к. это является доста-
точным условием положительной определенности матрицы волатильности. Положительно 
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определенная матрица свободного члена получается путем перемножения нижнетреуголь-
ной матрицы на эту же транспонированную матрицу.

Неоспоримое преимущество такой параметризации в том, что она очень простая. Недо
статком же является необходимость оценить n n O n+( ) =1 2 2( ) параметров.

Одним из решений данной проблемы является таргетирование. Впервые об этом способе 
было упомянуто в (Engle, 2002), наиболее структурированное определение таргетирования 
содержится, по мнению автора, в (Caporin, McAleer, 2012). Согласно этому определению, 
многомерная модель таргетирована, если выполнены следующие два условия:

1)	 свободный член в уравнении волатильности может быть записан как явная функция 
долгосрочной ковариационной матрицы;

2)	 долгосрочная ковариационная матрица может быть заменена на ее состоятельную 
оценку, основанную на выборочной ковариационной матрице.

Под долгосрочной ковариационной матрицей подразумевается математическое ожидание 
матрицы волатильности, вычисленное в предположении о ее стационарности.

Рассмотрим простой пример, иллюстрирующий данное определение. Пусть имеется ска-
лярная спецификация модели BEKK:

Σ Σt t t tCC a y y b= ′+ ′ +− − −
2

1 1
2

1 .

Предполагая, что условия стационарности для матрицы волатильности выполнены, име-
ем:

E EΣ Σt t t ty y( )= ( )= ′( )− − −1 1 1E , тогда CC a b a bt′= ( ) − −( )= − −( )E Σ Σ1 12 2 2 2 ,

где S  — выборочная ковариационная матрица.

Очевидно, что с помощью таргетирования в данной модели удалось избавиться от ква-
дратичного роста числа параметров.

Для общей BEKK выразить CC  напрямую через выборочную ковариационную матри-
цу не удается. Таргетированная спецификация этой модели выглядит так (Caporin, McAleer, 
2012):

	 Σ Σ Σ Σ Σt t t tA y y A B B= + ′ − ′+ −( ) ′− − −( ) .1 1 1 	 (12)

Если матрицы А и В являются произвольными, то «проклятие размерности» остается. 
Для диагональной и скалярной спецификаций проблема квадратичного роста числа пара-
метров решена.

Несмотря на то что вычислительная сложность процесса оценки данной модели су-
щественно снижена после таргетирования, она продолжает быть высокой из‑за необхо-
димости выполнения условия положительной определенности матрицы волатильности 
(Caporin, McAleer, 2012). В общей модели BEKK это условие весьма нетривиально: матри-
ца Σ Σ Σ− ′− ′A A B B  должна быть положительно определена. Это условие выполнено, если 
собственные числа данной матрицы положительны. Для сравнения: в скалярной BEKK по-
ложительная определенность матрицы волатильности достигается при выполнении усло-
вия a b2 2 1+ < .

Кроме этого, существуют модели, в которых применение описанного алгоритма таргети-
рования не позволяет избавиться от «проклятия размерности», поскольку оно имеет другие 
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причины. Примерами являются модели GO-GARCH, ССС и DCC. В этих случаях можно 
применять алгоритм «псевдотаргетирования», в котором замена свободного члена не свя-
зана с долгосрочной ковариационной матрицей. Но для вышеперечисленных моделей та-
кое действие не позволяет избавиться от квадратичного (по числу активов в портфеле) ро-
ста параметров.

3.3. Применение пространственных матриц

Выше были рассмотрены два способа уменьшения числа параметров в многомерных мо-
делях волатильности — введение ограничений и таргетирование. Однако с помощью этих 
способов не всегда можно добиться линейного роста числа параметров относительно чис-
ла активов в портфеле.

В данном подразделе показано, как, применяя пространственные матрицы, избавиться от 
«проклятия размерности» в моделях BEKK, GO-GARCH и ССС. За подробным изложением 
статистических основ пространственной эконометрики рекомендуется обратиться к моно-
графиям (Arbia, 2006) и (LeSage, Pace, 2009).

3.3.1. Пространственная матрица
Пространственной матрицей называется матрица вида:

	 P PW P PW PW
i

h

i i h h= = + + +
=

∑
0

0 1 1 ... , 	 (13)

где Pi — диагональная (n  n)-матрица параметров, Wi — весовая матрица, заданная экзоген-
но, причем W In0= , h — порядок пространственной матрицы. Подробное описание свойств 
пространственных матриц см. в (Caporin, Paruolo, 2012, 2009). Данный вид матриц широко 
применяется во многих моделях пространственной эконометрики, в частности, в простран-
ственной авторегрессионной модели, или SAR(h)2. Весовая матрица Wi отображает связи 
исследуемых объектов в рассматриваемом пространстве и степень их близости или удален-
ности. Описание весовой матрицы, используемой в данной статье, приводится в разделе 4. 
Пример применения пространственной авторегрессии с различными видами весовых ма-
триц можно найти в (Балаш и др., 2011).

В дальнейшем при моделировании многомерной волатильности будем применять про-
странственные матрицы первого порядка вида P P PW= +0 1 1 . Кроме этого, будет использо-
ваться пространственная матрица специального вида, которая получается при вычислении 
вариационно-ковариационной матрицы пространственного авторегрессионного процесса. 
Пусть u — пространственный авторегрессионный процесс первого порядка:

u PWu= +1 1 ε,  или u I PW Pn= −( ) =
− −ε ε1 1
1 1,

где  ~ ( , )iid 0 V , V — диагональная положительно определенная матрица. Тогда матрица ко-
вариаций u равна:

2	 Подробное описание пространственной авторегресии выходит за рамки данной статьи, но отметим, что 
пространственная авторегрессия не связана с временной зависимостью и сформулирована для кросс-секционных 
данных (Arbia, 2006), обобщение пространственной авторегрессии для панельных данных см. (Elhorst, 2003).
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	 P V P− − ′1 1( ) .	 (14)

Заметим, что здесь P I PWn= − 1 1, т. е. P In0= . Далее такие матрицы будут обозначаться 
как S I SWn= − 1 1 , где S1 — диагональная матрица. Матрица S обратима, если собственные 
числа SW1 1  по модулю меньше единицы (Magnus, Neudecker, 2007).

Рассмотрим теперь спецификации моделей BEKK, GO-GARCH и ССС, включающие 
в себя пространственные матрицы.

3.3.2. Пространственная BEKK

Пространственная спецификация модели BEKK получается следующим образом (Caporin, 
Paruolo, 2012):

	 A A AW B B BW= + = +0 1 0 1, , 	 (15)

	 CC S V S S I SWn′= = −′− −1 1
1( , ,) 	 (16)

где A0, B0, A1, B1, S1, V — диагональные матрицы (по определению пространственной матри-
цы), W — весовая матрица.

Пространственная BEKK требует выполнения тех же, что и в общей BEKK, условий для 
стационарности. В (Caporin, Paruolo, 2009) доказано, что матрица CC S V S′= ′− −1 1( )  поло-
жительно определена, если элементы V положительны и S обратима.

Очевидно, что здесь число параметров равно 6n O n= ( ) .

3.3.3. Пространственная GO-GARCH

Добиться линейного роста числа параметров в модели GO-GARCH можно, используя 
подход, примененный выше для модели BEKK. Для этого в матрице волатильности St 
(см. формулу (5)) заменим Х на S-1 . Тогда матрица волатильности примет вид:

	 Σt nS V S S I SW= = −′− −1 1
1( , .) 	 (17)

Любопытно, что в данном случае St представляет собой ковариационную матрицу про-
странственного авторегрессионного процесса первого порядка. Матрицы А и В заменим 
пространственными матрицами:

A A AW B B BW= + = +0 1 0 1, .

Очевидно, что число оцениваемых коэффициентов для данной параметризации равно 
6n O n= ( )  (или 5n для таргетированной модели), что избавляет модель от «проклятия раз-
мерности».

Заметим, что здесь матрица волатильности St  является положительно определенной, ес-
ли S обратима. Условия стационарности остаются теми же, что и для общей спецификации.

3.3.4. Пространственная ССС

Аналогичным образом заменим матрицы А и В в модели ССС:

A A AW B B BW= + = +0 1 0 1, .
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При этом матрицу постоянных условных корреляций R положим равной 
D S V S D− − − −′1 2 1 1 1 2/ /( ) , где D — диагональная матрица, на диагонали которой находятся диа-
гональные элементы матрицы S V S− − ′1 1( ) . Подробное доказательство стационарности и по-
ложительной определенности параметризованной таким образом матрицы волатильности 
приведено в (Caporin, Paruolo, 2009).

Число параметров в модели можно менять, исходя из предположения о равенстве неко-
торых параметров для активов, имеющих общий признак (например, для акций фирм, при-
надлежащих одной отрасли экономики), или для всех исследуемых активов. В первом слу-
чае полученная спецификация носит название однородной в группах и содержит 3 n k+( )  
параметров, где k — число групп (в примере выше, группы — это отрасли экономики). Во 
втором случае число параметров снижается до 3 1( )n+ . Ограничения параметров касают-
ся только матриц A1, B1, S1, матрицы A0, B0 остаются неоднородными. Это вызвано теми же 
причинами, что и отказ от замены на скаляр свободного члена c в уравнениях (6) и (9).

В таблице 1 представлено число параметров в рассматриваемых моделях (в последних 
трех строках описаны пространственные спецификации). Единственная таргетированная 
модель — это BEKK, т. к. только в этой модели за счет таргетирования можно добиться ли-
нейного роста числа параметров (ее пространственные спецификации не таргетированы). 
Остальные модели приведены без таргетирования.

Таблица 1. Число параметров в различных спецификациях моделей BEKK,  
GO-GARCH и ССС

Спецификация BEKK(p, q, K) GO-GARCH CCC

Общая n2(p + q) K n(n - 1) /2 + 3n n + 2n2 + n(n + 1) /2
Диагональная n(p + q) K — 3n + n(n + 1) /2 
Скалярная (p + q) K n(n - 1) /2 + n + 2 n + 2 + n(n + 1) /2 
Неоднородная 6n 6n 7n
Однородная в k группах 3n + 3k 3n + 3k 4n + 3k
Однородная 3n + 3 3n + 3 4n + 3

Из таблицы 1 видно, что устранить «проклятие размерности», т. е. добиться линейного 
роста числа параметров по числу активов в портфеле, удается во всех пространственных 
спецификациях и таргетированных диагональной и скалярной BEKK.

4. Результаты эконометрического исследования

Оценка различных спецификаций трех моделей произведена на американских данных, 
взятых с сайта Yahoo! Finance3. Рассматриваемый период — с 03.01.11 по 21.02.14 (всего 
789 наблюдений). В качестве активов портфеля взяты акции двадцати американских ком-
паний. Все выбранные акции входят в расчетную базу индекса S&P 500. Список компаний 
представлен в Приложении 1.

3	 http://finance.yahoo.com/.
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Оценивание вышеперечисленных моделей волатильности проводится методом квазимак-
симального правдоподобия (QML). Функция логарифма правдоподобия L  для перечислен-
ных моделей типа MGARCH имеет вид:

	 L=− + ′( )
=

−∑12 1

1

t

T

t t t ty ylog (detΣ Σ) , 	 (18)

где det St — определитель матрицы St (подробнее см. (Engle, Kroner, 1995) или (Bollerslev, 
1990)). Оценки, полученные таким методом, состоятельны и асимптотически нормальны, но 
требуют модифицированного расчета стандартных ошибок (см., например, (Greene, 2003)).

Для оценки условного математического ожидания логарифмических доходностей 
E txt |F−( )1  в статье используется модель ARMA(p, q), что эквивалентно диагональной 
векторной авторегрессии. Параметры p и q найдены с помощью информационного кри-
терия Шварца. Рассмотрено семь спецификаций, в которых параметры p и q меняют-
ся в диапазоне от 0 до 2. Для двенадцати активов наилучшей, с точки зрения критерия 
Шварца, является модель ARMA(0,0), для семи — модель ARMA(1,1) и для одной — мо-
дель ARMA(1,0).

В Приложении 2 приведена описательная статистика для процесса yt. Описательная 
статистика включает в себя такие показатели, как минимум, максимум, среднее значение, 
первый, второй и третий квартили, стандартное отклонение, коэффициенты асимметрии 
и эксцесса.

Критерием для построения весовой матрицы Wi служит принадлежность компании к од-
ной из пяти отраслевых групп Глобального стандарта классификации отраслей (ГСКО)4: 
нефтегазовая, банковская, информационные технологии, коммунальные услуги и машино-
строение, по четыре компании в каждой группе. Согласно данному критерию строится ве-
совая матрица, диагональные элементы которой равны нулю, а недиагональные элементы 
вычисляются по следующему правилу:

	 w
i j A
i j A

i jij =
∈

∉





≠
1
0
, ( , )
, ( , )

, ,
åñëè
åñëè

 	 (19)

где А — критерий (в данном случае, принадлежность к отраслевой группе). При оценке про-
странственной авторегрессии каждая строка матрицы нормируется на сумму элементов этой 
строки для удобства интерпретации результатов оценки (Балаш и др., 2011).

В таблице 2 представлены результаты внутривыборочного сравнения шести специфика-
ций трех рассматриваемых моделей волатильности. Сравнение осуществлено с помощью 
информационного критерия Шварца. Значения логарифма функции правдоподобия и ин-
формационного критерия Акаике представлены в Приложении 3. Курсивом выделены наи-
меньшие значения критерия.

Видно, что для каждой модели лучшей, с точки зрения информационного критерия 
Шварца, является наиболее простая скалярная спецификация.

4	 Подробнее про ГСКО см. http://www.msci.com/.
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Таблица 2. Значения информационного критерия Шварца для различных спецификаций 
моделей BEKK, GO-GARCH и ССС

Спецификация BEKK(1,1,1) GO-GARCH CCC

Общая –103541.29 –105309.71 –95788.84
Диагональная –106797.60  — –105215.32
Скалярная –106964.12 –105671.59 –105447.86
Неоднородная –105970.16 –39841.86 –93979.20
Однородная в k группах –106120.03 –37856.39 –102524.06
Однородная –106191.61 –37759.55 –104876.72

Для сравнения прогнозной силы различных спецификаций выбранных моделей в данной 
статье применяется тест Diebold–Mariano (Diebold, Mariano, 1995) для попарного сравнения 
моделей с применением некоторой функции потерь g. Нулевая гипотеза заключается в том, 
что обе модели прогнозируют одинаково хорошо. В зависимости от выбранной функции 
потерь знак тестовой статистики позволяет делать вывод в пользу одной из сравниваемых 
моделей (подробности см. в (Diebold, Mariano, 1995)).

В настоящей работе используются стандартные функции потерь для многомерных мо-
делей, взятые из (Laurent et al., 2012):

	 g t t t t1= −( )′ −( )







tr Σ Σ Σ Σ  , 	 (20)

	 g nt t t t2

1 1
= ( )− ( )( )−− −
tr Σ Σ Σ Σ log det ,	 (21)

	 g t t t t t3
3 3 21

6
1
2

= −( )− −( )( )tr trΣ Σ Σ Σ Σ� � � ,	 (22)

где St означает истинное значение условной ковариационной матрицы, St
 — ее прогноз. 

Первая функция потерь g1 представляет собой норму Фробениуса и эквивалентна средне-
квадратической ошибке для матриц, вторая функция потерь g2 «налагает штраф» за недо-
оценку прогнозной величины, а третья функция потерь g3 «налагает штраф» за переоценку 
прогнозной величины.

Поскольку истинное значение условной ковариационной матрицы неизвестно, то в каче-
стве St используется выборочная вариационно-ковариационная матрица, вычисленная ме-
тодом скользящего окна, ширина окна — двадцать периодов.

Статистики теста Diebold–Mariano для функции потерь g1 приведены в Приложении 4 
(статистики для g2 и g3 опущены). Они позволяют сравнивать прогнозную силу различных 
спецификаций моделей BEKK, GO-GARCH и CCC. Например, первый блок таблицы в При-
ложении 4 показывает, что общая спецификация BEKK обладает большей прогнозной силой, 
чем все три пространственные спецификации. При этом диагональная и скалярная BEKK 
предсказывают волатильность так же хорошо, как и пространственные спецификации. Кроме 
этого, видно, что более сложная неоднородная пространственная спецификация лучше, чем 
однородная в группах и однородная. Для остальных пар спецификаций модели BEKK нуле-
вая гипотеза о равенстве прогнозной силы не отклоняется на 5%-ном уровне значимости.
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Для данного исследования наибольший интерес представляет сравнение пространствен-
ных спецификаций с непространственными. В таблице 3 показана доля случаев (в %), когда 
пространственные спецификации превосходят, равны и проигрывают по прогнозной силе 
непространственным спецификациям.

Таблица 3. Сравнение прогнозной силы различных спецификаций моделей BEKK,  
GO-GARCH и ССС с помощью теста Diebold–Mariano

g1 g2 g3 Среднее

Пространственные спецификации превосходят 
непространственные

13% 36% 12.5% 20%

Равенство (на 5%-ном уровне) прогнозной силы 
пространственных и непространственных спецификаций

44% 35% 48.5% 43%

Пространственные спецификации проигрывают 
непространственным

43% 29% 39% 37%

Из таблицы 3 видно, что в случае симметричной функции потерь (g1) пространственные 
спецификации превосходят непространственные в 13% случаев, а именно при сравнении 
общей ССС и пространственных BEKK, общей ССС и GO-GARCH, непространственных 
и пространственных ССС.

Другими словами, в случае симметричных потерь для модели ССС предпочтительнее ис-
пользовать пространственные спецификации. Если же функция потерь «налагает штраф» 
за недооценивание (g2), то пространственные спецификации лидируют в большинстве слу-
чаев (36%). А при функции потерь, «штрафующей» переоценивание (g3), пространствен-
ные спецификации дают лучшие результаты в тех же случаях, что и при использовании g1.

Заключение

В статье рассмотрена задача оценки многомерной волатильности портфеля из двадцати 
американских акций, входящих в базу индекса S&P500 и принадлежащих к пяти различ-
ным отраслям экономики.

Для оценки были использованы три многомерные модели волатильности: BEKK, 
GO-GARCH и ССС. Выбор моделей неслучаен, т. к. эти три модели принадлежат к разным 
типам многомерных моделей волатильности типа GARCH. Для каждой модели были сфор-
мулированы шесть спецификаций: общая, диагональная, скалярная и три пространственных 
(неоднородная, однородная в группах и однородная).

Спецификации каждой модели сравнивались с помощью информационных критериев 
Акаике и Шварца, точность прогноза всех спецификаций всех моделей сравнивалась по-
парно при помощи теста Diebold–Mariano.

Согласно информационному критерию Шварца, лучшими оказались такие специфика-
ции, как скалярная BEKK, GO-GARCH и скалярная ССС.

При вневыборочном сравнении при помощи теста Diebold–Mariano нулевая гипотеза 
о равенстве прогнозной силы была отклонена в пользу пространственных спецификаций 
в среднем в 20% случаев, не отклонена в 43% случаев и отклонена в пользу непростран-
ственных спецификаций в среднем в 37% случаев. С точки зрения прикладного анализа, 
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если в решаемой задаче функция потерь асимметрична и «штрафует» недооценивание, то, 
согласно результатам данного исследования, пространственные спецификации дают более 
точный прогноз, чем непространственные. В случае симметричных потерь пространствен-
ные спецификации предпочтительнее использовать для модели ССС, в остальных моделях 
более точный прогноз дают непространственные спецификации.

Примечательно то, что тест Diebold–Mariano позволяет применять функции потерь более 
общего вида, которые дают возможность учесть не только статистическую ошибку прогноза, 
но и экономические потери. Одной из перспектив развития данной работы является сравне-
ние различных спецификаций моделей волатильности с применением функций потерь, ко-
торые учитывают не только статистическую ошибку, но также доходность и риск портфеля, 
составленного на основе оцененной волатильности, финансовый результат инвестиционной 
стратегии, эффективность операций хеджирования и т. д. (Пеникас, 2011; Хабров, 2012).

Данную работу также можно продолжать и в других направлениях. Первое — это оценка 
так называемых пространственных спилловеров волатильности, или эффектов перетекания 
волатильности между активами портфеля с учетом критерия, например, принадлежности 
акции к некоторой отрасли экономики, размера фирмы-эмитента и т. д. Это осуществляет-
ся путем построения весовой матрицы, соответствующей критерию. Эффекты перетекания 
позволяют установить, как формируется волатильность портфеля, одинаковы или различ-
ны вклады в волатильность акций, принадлежащих одной группе (например одной отрас-
ли экономики).

Кроме этого, пространственные матрицы, применяемые в многомерных моделях вола-
тильности, позволяют разделить передачу волатильности на два типа: прямую — через ус-
ловные дисперсии, и косвенную — через условные ковариации (Bauwens et al., 2006). Ста-
тистическая значимость параметров, отвечающих за косвенную передачу волатильности, 
позволяет понять, насколько важна условная ковариация в формировании волатильности 
портфеля.

Второе направление исследования — это вывод пространственных спецификаций для 
других многомерных моделей волатильности, а именно моделей динамической корреля-
ции DCC и эквикорреляции DECO, моделей стохастической и реализованной волатильно-
сти. Это позволит, с одной стороны, устранить «проклятие размерности» в этих моделях, 
а с другой — учесть при оценивании эффекты перетекания волатильности с учетом вы-
бранного критерия.
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Приложение 1. Список компаний

Тикер Название компании Отраслевая группа ГСКО

CVX Chevron Corp. Нефть и газ
XOM Exxon Mobil Corp. Нефть и газ
CHK Chesapeake Energy Нефть и газ
MUR Murphy Oil Нефть и газ
C Citigroup Inc. Банки
JPM JPMorgan Chase & Co. Банки
PBCT People’s United Bank Банки
STI SunTrust Banks Банки
CMS CMS Energy Коммунальные услуги
DTE DTE Energy Co. Коммунальные услуги
FE FirstEnergy Corp Коммунальные услуги
NRG RG Energy Коммунальные услуги
DHR Danaher Corp. Машиностроение
DOV Dover Corp. Машиностроение
ITW Illinois Tool Works Машиностроение
JOY Joy Global Inc. Машиностроение
CSCO Cisco Systems Информационные технологии
SYMC Symantec Corp. Информационные технологии
ORCL Oracle Corp. Информационные технологии
ADS Alliance Data Systems Информационные технологии
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Приложение 2.  
Описательная статистика логарифмических доходностей

Названия столбцов:
1 — Минимум		 6 — Максимум
2 — 1‑й квартиль	 7 — Стандартное отклонение
3 — Медиана		  8 — Коэффициент асимметрии
4 — Среднее		  9 — Коэффициент эксцесса
5 — 3‑й квартиль	

1 2 3 4 5 6 7 8 9

CVX –0.0804 –0.0618 –0.0244 –0.0002 0.0130 0.0691 0.0184 –0.13 4.03

XOM –0.0571 –0.0427 –0.0140 0.0005 0.0148 0.0579 0.0170 0.01 3.53

CHK –0.1815 –0.1463 –0.0758 0.0010 –0.0054 0.1003 0.0359 –0.38 4.03

MUR –0.1103 –0.0817 –0.0247 –0.0009 0.0324 0.1179 0.0268 –0.05 3.98

C –0.1937 –0.1533 –0.0727 –0.0001 0.0080 0.1290 0.0333 –0.10 4.92

JPM –0.1409 –0.1101 –0.0485 –0.0001 0.0131 0.1055 0.0266 –0.07 5.15

PBCT –0.0810 –0.0635 –0.0285 0.0007 0.0065 0.0590 0.0189 –0.23 3.51

STI –0.1105 –0.0841 –0.0313 –0.0005 0.0215 0.1008 0.0308 –0.10 3.35

CMS –0.0683 –0.0546 –0.0272 0.0001 0.0002 0.0414 0.0145 –0.26 3.62

DTE –0.0613 –0.0485 –0.0228 –0.0001 0.0028 0.0413 0.0133 –0.02 3.56

FE –0.0592 –0.0428 –0.0101 0.0009 0.0227 0.0718 0.0179 0.21 3.89

NRG –0.0787 –0.0579 –0.0164 –0.0002 0.0252 0.0876 0.0249 0.10 3.40

DHR –0.0823 –0.0626 –0.0233 0.0001 0.0160 0.0750 0.0204 –0.20 3.93

DOV –0.0874 –0.0634 –0.0154 0.0003 0.0325 0.1045 0.0239 0.03 3.88

ITW –0.1152 –0.0907 –0.0417 –0.0005 0.0073 0.0808 0.0206 –0.23 5.23

JOY –0.1387 –0.1054 –0.0389 0.0004 0.0277 0.1275 0.0351 –0.20 3.76

CSCO –0.1435 –0.1068 –0.0334 0.0000 0.0400 0.1502 0.0259 0.0314 6.76

SYMC –0.1156 –0.0846 –0.0227 0.0004 0.0392 0.1321 0.0260 0.08 4.80

ORCL –0.1276 –0.1040 –0.0570 –0.0004 –0.0100 0.0605 0.0252 –0.66 4.69

ADS –0.0893 –0.0670 –0.0225 0.0010 0.0220 0.0888 0.0204 –0.03 3.93
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Приложение 3

Таблица П1. Значения информационного критерия Акаике для различных спецификаций 
моделей BEKK, GO-GARCH и ССС

Спецификация BEKK(1,1,1) GO-GARCH CCC

Общая –107276.89 –106477.08 –100598.42
Диагональная –106984.38 — –106476.08
Скалярная –106973.46 –106661.52 –106531.19
Неоднородная –106530.50 –40402.20 –94632.93
Однородная в k группах –106474.92 –38206.61 –102967.66
Однородная –106485.79 –38053.72 –105264.29

Примечание. Курсивом выделены минимальные значения.

Таблица П2. Значения логарифма функции правдоподобия для различных спецификаций 
моделей BEKK, GO-GARCH и ССС

Спецификация BEKK(1,1,1) GO-GARCH CCC

Общая 54438.44 53488.54 51329.21
Диагональная 53532.19 — 53508.04
Скалярная 53488.73 53542.76 53497.59
Неоднородная 53385.25 20321.10 47456.46
Однородная в k группах 53313.46 19178.30 51578.83
Однородная 53305.90 19089.86 52715.14

Примечание. Курсивом выделены максимальные значения.
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П
ри
ме
ча
ни
е.
 *
*,
 *
 —

 зн
ач
им

ос
ть
 с
та
ти
ст
ик
и 
на
 2
.5
 и
 5
%
-н
ом
 у
ро
вн
е 
со
от
ве
тс
тв
ен
но
. 

Ц
иф

ра
ми

 о
бо
зн
ач
ен
ы
 с
пе
ци
фи

ка
ци
и 
мо
де
ле
й:
 1
 —

 о
бщ

ая
, 2
 —

 д
иа
го
на
ль
на
я,
 3
 —

 с
ка
ля
рн
ая
, 4
 —

 н
ео
дн
ор
од
на
я,
 5
 —

 о
дн
ор
од
на
я 
в 
гр
уп
па
х,
  

6 
—
 о
дн
ор
од
на
я.


